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Rksud+On rappelle l’inte&t que peut presenter la representation d’etat, quand elle est formulke dans la 
base modale, pour les systemes thermiques lintaires P parametres repartis. On propose une procedure 
d’identification dune telle reprkentation, d’aprks l’analyse de la rkponse du systeme lors de sa transition 
dun &at thermiquement excite B un Ctat stationnaire et les rbultats de diff&nts essais en regime statique. 
Le d&marche theorique est appliqtke a un processus de diffusion thermique pour lequel on mesure, par 
thermographie infra-rouge, le champ de temperature superhcielle. Le modele identitie, d’ordre t&s r&it, 
a permis, lors dune experimentation en regime dynamique, de reconstituer l’tvolution de ce champ de 

temperature. 

1. INTRODUCTION 

LA REPR~EWTATION interne des systemes dynamiques, 
bask sur la notion d’espace &tat, est bien adapt&e I 
la description de systemes lineaires invariants, qu’ils 
soient d’ordre inflni (r&is par une equation aux 
dkivkes partielles) ou d’ordre fini [l]. La propriete 
d’invariance permet une forme canonique de cette 
representation qui met en evidence les modes propres 
du syskne. Partant de don&s experimentales 
obtenues par tbermographie IR, nous proposons 
l’identification dune telle forme canonique pour un 
processus de diffusion thermique, par l’estimation, 
en particulier, de ses “modes dominants”. L’objectif 
est l’elaboration dun modele de petite dimension 
susceptible de d&ire avec une bonne precision 
l’tvolution du processus, en particulier de son champ 
de temperature superlkielle, commissant les variations 
des grandeurs d’entrke. 11 est presentC successivement : 

(a) des rappels concemant l’analyse modale des 
systimes, 

(b) le processus de diffusion etudi6 et le dispositif 
experimental, 

(c) la prockdure d’identification des modes domi- 
nants et son application au systeme itudit, 

(d) la procedure d’identification des autres para- 
metres et une confrontation du modele complet a 
l’expkrience, 

(e) l’affinement eventuel de ce modele et sa vali- 
dation. 

Le travail d&it dans cet article doit &tre integre 
aux recherches, men&es par les automaticiens (par 
exemple [2]) et par les thermiciens (par exemple [3,6], 
relatives a l’identification de representations mini- 
males de systemes liner&es complexes. 

2. ANALYSE THl!ORlQUE 

2.1. Representation d’ktat d’un systtime lirzkaire, 
invariant, h paramPtres locali& 

Un tel syst&ne est de dimension finie ; il est alors 
classique d’utiliser la representation d’etat : 

f(t) = AT(t) +BU(t) (1) 
Y(t) = CT(t) (2) 

t, le temps; T(t) et f(t), le vecteur d&tat et sa dtrivee 
temporelle (dimension n) ; U(t), le vecteur d’entrke ou 
de comrnande au systkme (dim. p) ; Y(t) , le vecteur de 
sortie (dim. q) ; A, B, C, respectivement les matrices 
d’evolution (dim. n, n), dent&e (dim. n, p) et de sortie 
(dim. q, n). 

2.2. Reprtkentation d’ktat d’un sysdme lintaire, 
invariant, ri paramPtres rkpartis. Application d la 
diffusion thermiqw 

Pour un systeme a parametres rkpartis, 1’Ctat est 
fonction de l’espace et du temps : T(M, t). 11 est alors 
r&i par une equation aux d&iv&es partielles associee 
a des conditions aux limites. Dans le cas de la diffusion 
thermique lineaire, l’kquation d&t est l’equation de 
la chaleur, form&e B diffusivite thermique constante 
et associte a des conditions aux limites de type 
Dir-i&let, Neumann ou Fourier. 

Le champ de temperature, solution de cette Cqua- 
tion d’bat, est evidemment de dimension itkie. Le 
vecteur de sortie Y peut &tre de dimension finie : ses 
composantes correspondent alors a des temperatures 
ou des flux en des points determines. En discretisant 
spatialement le domaine de resolution, on retrouve 
tme equation du type (1). Les valeurs propres de la 
matrice A sont alors toutes rkelles et negatives. Les 
conditions aux limites se retrouvent dans les com- 
posantes du vecteur dent&e. 
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NOMENCLATURE 

A matrice d’tvolution 
B matrice d’entrte 
C matrice de sortie 
G matrice d’entree dans la base modale 
H matrice de sortie dans la base modale 
J matrice diagonale des valeurs propres 

de A 
L matrice definie par G = - JL 
M matrice des vecteurs propres de A 
n dimension du vecteur d&tat 
n 1, n2 dimension de Xl et X2 

P dimension du vecteur d’entree 

: 
dimension du vecteur de sortie 
matrice car&e reguliere 

s nombre de regimes statiques 
t temps 
T vecteur des temperatures 
u vecteur des entrees 
x vecteur d’ttat dans la base modale 

x0 vecteur d’etat initial 

Xi matrice diagonale des &tats initiaux 
Y vecteur des sorties 

(vecteur ou matrice) 1 ou 2 partitionne- 
ment en 2 de vecteur ou de matrice 

(matrice) 11, 12, 21 ou 22 partitionnement 
en 4 de matrice. 

Symboles grecs 
li i eme valeur propre 

oi &art-type 

zi i eme constante de temps. 

Indices suptrieurs 
derivation par rapport au temps 

T transposition 
associe au regime de reference 

k associe au k &me r&me statique. 

Indices inferieurs 
i,i i (j] eme composante de vecteur 
ij Clement i eme ligne et j eme colonne de 

matrice 
i.,~. i (j] &me ligne de matrice 
.i, j i (j) &me colonne de matrice. 

2.3. La reprhentation d’t%at dans la base modale 
Lorsque, comme dans le cas de la diffusion 

thermique, la matrice d’evolution est diagonali- 
sable, le vecteur d’etat peut s’exprimer dans la base 
des vecteurs propres (base modale). En notant : 

J la matrice diagonale des valeurs propres de A 
M la matrice modale constitute par les vecteurs 

propres, les equations (1) et (2) deviennent : 

8(t) = JX(t)+GU(t) (3) 

Y(t) = HX(t) (4) 

avec 

T(t) = MX(t), J = M-‘AM, 

G=M-‘B, H=CM. 

La representation (3) et (4) , qui presente l’interet 
de d&coupler les equations d’etat (d’oti une resolution 
plus facile), est une forme canonique qui permet d’en- 
visager l’identification des matrices J, G et H. Partant 
de donnees experimentales, seuls les modes dominants 
du systeme peuvent &tre mis en evidence et I’ordre 
du modele identifie est done naturellement reduit. La 
forme canonique rtsultante constitue alors la struc- 
ture dun “modele modal” [S, 61. Rappelons ici que 
les termes de la matrice J, soit les valeurs propres de 
A, sont les poles de la matrice de transfert du systeme 
dans une description (exteme) de type entrees-sorties 

[ll. 
Les hypotheses de linearitt et d’invariance sont 

toutefois contraignantes. Elles seront en general 

satisfaites de man&e acceptable si le modele est 
formule au voisinage du regime nominal du systeme 
Btudit. Un regime de reference etant choisi, on sup- 
posera done dans tout ce qui suit avoir en (3) et (4) : 

U(t) ecart de l’entree a l’entree de reference 
Y(t) &art de la sortie a la sortie de reference. 

Pour le regime de reference, U(t) et Y(t) sont alors 
nuls, ainsi que petat X. 

3. DISPOSITIF EXPliRIMENTAL 

3.1. Le systdme htudi6 
11 s’agit d’une plaque en acier inoxydable (con- 

ductivitt thermique, masse volumique et capacite 
thermique massique de I’ordre de 15 W m- ’ K- ‘, 
7700 kg mm3 et 500 J kg-’ K- ‘) de dimensions 
405 x 127 x 2 mm. Sa face superieure est revetue d’une 
couche de peinture assimilable a un corps gris isotrope 
d’emissivite 0.95 ; sur I’autre face est collee une resist- 
ance tlectrique chauffante, dissipant une puissance 
reglable par variation de difference de potentiel 
(d.d.p.) &240 V. Cette plaque est posee hori- 
zontalement sur quatre supports quasiponctuels pour 
eviter les pertes par condution. 

3.2. La chafne d’acquisition de don&es 
La detection du champ de flux surfacique se fait par 

thermographie infra-rouge [A : la face sup&ieure est 
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Miroir 
/7 

R&stance dmffante 

Ahentatim uxiable 

FIG. 1. Schkma de principe du dispositif expkimental. 

filmte par l’intermkdiaire d’un miroir inclink $ 45” 
(Fig. 1). 

La chaine d’acquisition de don&es est constituke : 

(a) d’une cam&a infra-rouge (AGA 780) et de son 
moniteur, 

(b) d’un convertisseur analogique-numkique, 
(c) d’un mini-ordinateur (HP 1000F) interfack au 

convertisseur. 

initialement pork A un &tat X0 et soumis $ une 
entrke con&ante doit done permettre, d’aprtis 
les thermogrammes qui constituent la sortie du 
systkme, d’estimer la dimension n, les modes 
dominants correspondants contenus dans J, la 
matrice K et le vecteur y. Cette identification se fait 
par minimisation d’un crittre quadratique. Le traite- 
ment numkrique de ce probltme a fait l’objet 
d’une etude approfondie tvoquke en Annexe. 
Remarquons que l’exprimentation proposke ne 
saurait permettre l’identification de H et Xd. A ce 
niveau du dkveloppement, les tkments de K s’apparen- 
tent done $ des variables adjointes dont les estimations 
conditionnent celles des valeurs propres. 

Ses principales caractkristiques sont : 4.2. Expdrimentations et &sultats 

(a) dkfinition : 64 * 128 pixels (“picture element”), 
(b) digitalisation : 256 niveaux (8 bits), 
(c) friquence maximale d’acquisition : 25/4 images 

--I s . 

Le nombre d’images habituellement enregistrkes est 
de 200. A partir des flux surfaciques mesur&, con- 
naissant l’kmissivitk de la surface, on dktermine les 
tempkratures. A chaque “pixel” est done associk un 
thermogramme temporel constituk de 200 tempkra- 
tures, suivant un pas de temps, multiple de la pkriode 
minimale d’acquisition, ajustable par l’utilisateur. 

4.2.1. Mkthode expt%mentale. Nous enregistrons 
l’kolution du champ de flux surfacique de la plaque 
entre un &tat initial X0 et un Ctat final 2. X0 est obtenu 
par chauffage & la d.d.p. V; des isolants, pocks sur la 
face supkieure, assurent un gradient de tempkrature 
tridimensionnel. A l’instant initial, on diminue la 
d.d.p. de V $ V’ tout en enlevant les isolants. On 
obtient une cartographic thermique initiale du type 
reprisentd sur la Fig. 2. L’itat final f correspond 
au regime statique associk g la d.d.p. V’ et B la 
tempkature ambiante, quasiment constante pendant 
l’expkrimentation d’environ 30 min. Cette duke 
correspond exptrimentalement au temps de 
retour $ l’kquilibre thermique de la plaque ; elle 
apparait ci-dessous environ &gale $ cinq fois la cons- 
tante de temps principale du systkme. 

4. IDENTIFICATION DE LA DIMENSION DU 

MODtLE ET DES MODES DOMINANTS 

On se propose d’identifier ces param&es d’aprks 
une expkrimentation oi le systi?me 6volue d’un Ctat 
thermiquement excitk d un &tat stationnaire. 

4.1. Analyse thtorique 
Considkrons une entrke 0 constante, l’ktat 8 et la 

sortie P correspondants en rtgime stationnaire ; en 
notant X0 1’Ctat initial, Bquation (3) s’intkgre sous la 
forme : 

X = exp (Jt)(X,,-n)+% 

En reportant dans (4) : 

(5) 

Y = Hexp (Jt)(X,-a+ F. (6) 

Rangeons les n composantes du vecteur (X,-x> 
sur la diagonale d’une matrice car&e (n,n), not&e &; 
avec 1 le vecteur de dimension n et de composantes 
unitaires : 

Y = Hexp (Jt)Xdl + p. (7) 

Le produit de matrices diagonales Ctant com- 
mutatif, I’equation (7) s’krit : 

Y=Kexp(Jt)l+P (8) 

avec 

K=m. (9) 

Le retour au rkgime statique du sysdme 

4.2.2. R&sultats et commentaires. Nous avons rkalisi: 
plusieurs expkimentations, dites de “relaxation”, 
avec plusieurs niveaux de chauffe et des positions 
diffkrentes des isolants. Nous avons habituellement 
travaillk sur 50 thermogrammes, soit 10 000 tempkra- 
tures. Pour chacune des identifications, l’ordre du 
modkle est a&t lorsque l’adjonction d’une valeur 
propre ne permet pas de rkduire l’kcart-type moyen de 
faGon assez sensible. Cette limitation est kvidemment 
fonction du bruit de mesure qui peut atteindre + 1 
degrk pour les plus faibles niveaux thermiques. Dans 
le cas d’un essai les &carts-types moyens obtenus sont 
don&s Tableau 1. 

Deux modes propres apparaissent ici suffisants et 
ce rksultat a Ctk retrouvk sur l’ensemble des exptri- 
mentations. t, et 72 Ctant les constantes de temps 
correspondantes (inverse positif des valeurs propres), 
les rksultats obtenus sont prksentis Tableau 2. 
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FIG. 2. Cartographie thermique initiale : isothermes de 35°C (bords de la plaque) a 75”C, par pas de 5°C. 
Emplacement des points Pl et P2. 

Tableau 1 

Nombre de 
valeurs propres 1 2 3 4 5 

Ecart-type 
moyen (“C) 0.401 0.376 0.371 0.366 0.363 

Tableau 2 

Experimentation 1 2 3 4 5 

r,(s) 367 324 357 331 330 
r*(s) 115 95 129 186 147 
Ekart-type 

moyen (“C) 0.41 0.35 0.53 0.79 0.38 

En ce qui conceme les differentes manipulations, 
on constate une dispersion de 10% sur r, et de 100% 
sur z2. Ceci peut, a priori, Ctre attribue quatre 
phenomenes : 

(a) les non-linear&b du processus (les niveaux 
thermiques sont differents), 

(b) les bruits de mesure (cf. Annexe), 
(c) la faible contribution a la sortie du systeme de 

la seconde con&ante de temps: les &arts-types 
correspondant a 1 et 2 constantes de temps sont 
voisins (Tableau l), 

(d) un “effet de localisation” des constantes de 
temps d’ordre Cled : sur une meme experimentation 
on a toutefois v&tie que la sensibilite a l’emplacement 
des 50 points de mesure emit faible (moins de 1% sur 
z I B quelques % sur z 3. 

Sur la Fig. 3 sont presentts 2 thermogrammes 
(manipulation 5), extraits des 50 que nous avons 
trait&s, correspondant I l’evolution de temperature 
des points PI et P2 rep&es sur la Fig. 2. Les courbes 
identifides y figurent Cgalement avec leur expression 
analytique. Les &arts-types correspondant 1 Pl et P2 
sont respectivement 0.34 et 0.42”C, les &carts-types 
minimal et maximal sur l’ensemble des 50 points sont 
0.3 1 et 0.42”C. 

0 
PI: T(t ) =%I.49 +21.62e-"=' -l.66e-"'47 

L. P2:T(t ) .35.75 +39.15&'3M+ l.61s-"“J7 

P 
3 

f 
+ 

FIG. 3. Relaxation. Thermogrammes expkimentaux (traits 
continus) et identifies (pointillbs). 

5. IDENTIFICATION DES MATRICES 
D’ENTREE ET DE SORTIE 

La matrice d’evolution du systdme modal ayant 
CtC identified, il s’agit maintenant de determiner les 
matrices d’entree et de sortie a de modele. 

5.1. Analyse thkorique 
5.1.1. Identification de la matrice de sortie H. 

L’estimation des modes dominants de la matrice J a 
nkcessite celle des termes dune matrice K like a la 
matrice de sortie H par la relation (9). Reprenons 
ci-dessous cette relation ainsi que celles du modele 
modal (3) et (4) : 

it= JX+GU (10) 

Y=Hx (11) 

K=H.&. (12) 

Bien que la matrice diagonal X,, soit incomme, envi- 
sageons le changement de base : 

x=x,x (13) 

alors 

p = Jx’+G’U avec: G’=X,j-‘G (14) 

Y=W. (15) 
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Cktte nouvelle repr&entation est analogue a (10) et 
(1 l), puisque le vecteur d’etat dun syst&ne est d&i 
a une matrice de changement de rep&e pk. La 
matrice G n’&ant pas encore d&mike, on peut done 
prendre, pour la matrice de sortie H, la matrice K, 
prkkmment identif%e, et garder la representation 
(10) et (11). 

51.2. Zakntzjication de la matrice d’entrke G. On se 
propose d’identifier la matrice G d’apres les resultats 
d’essais effectues en regimes stationnaires. En regime 
stationnaire on a simplement : 

JX+GU= 0 (16) 

soit 

et 

X=LU (17) 

FIG. 4. Them~ogrammes expirimcntaux (traits eontinus) 
et theoriques (Pl: tire& P2 pointillks) avec variations de 

I’entrke. 

avec 

Y=Hx=HLU (18) 

G= -JL. (19) 

En notant L,, la i &me colonne de la matrice L 
(dim. n,p), l’bgalite (18) peut encore s’kcrire : 

trois regimes statiques ont CtC effectues a V = 41, 81 
et 103 V. Le regime statique de reference est celui 
correspondant a la fin de l’expkimentation de 
relaxation pour laquelle V etait de 61 V. 

L. I 
Y=[U,H,U,H ,..., &J-I-j i [I . (20) 

L.* 

Nous avons caractkrid les r&hats obtenus par 
les Qarts minimal et maximal des temperatures 
expkimentale et theorique, ainsi que par l&art-type 
determine sur l’ensemble des points. Ces resultats 
figurent dans le Tableau 3 de meme que les icarts 
de temperature aux points PI et P2 dtfinis Fig. 2. 

La relation (20) ne peut toutefois permettre la deter- 
mination de la matrice L, car la matrice [U,H, . . . , 
U” (dim. q,np) a pour rang celui de la matrice H, 
normalement Cgal a n. Pour determiner L, la con- 
sideration simultanke d’au moms p regimes statiques 
lirkairement independants est done nkcessaire. Sous s 
mgimes statiques (s > p), notes ci-dessous avec 
l’indice supkrieur, le calcul, au sens des moindres 
car&s [8] de la matrice L, conduit a resoudre le 
syst&me d’kquations linkaires : 

Ci-dessous sont p&sent&es les equations d’btat iden- 
tifiees ainsi que les equations de sortie associkes aux 2 
points Pl et P2 retenus parmi les 50 points trait& 

2= o 
[ 

-l/330 0 

-l/147 x 1 
+[ _::~~~~~~]LJ avec if = 61’ (22) 

Y= 

[ . ..&+H...] [f;]_ [ &HTYk] . 

(21) 

(23) 

5.3. Confrontation du motile d l’exptience 

Connaissant L on calcule G d’apr&s (19). 

5.2. Expkrimentations et rhultats 
Pour le systeme Ctudie le vecteur d’entree prknte 

a priori 2 composantes : 

(a) le flux applique a l’arriere de la plaque, 
(b) la temperature ambiante. 

Pour tester le modele Clabork nous avons applique, 
a partir dun regime stationnaire, une entree cor- 
respondant a une succession d’kchelons de la tension 
d’alimentation de la resistance chadante. Les Cvolu- 
tions de temperature de l’ensemble des points ont 
et& calculkes par integration numerique des equations 
d’etat (22) et (23). Pour quantifier l&art entre les 
thermogrammes expkimentaux et theoriques, nous 
avons calcule les &arts-types correspondants. L’kart 
global (sur l’ensemble des mesures) est de 2.08”C, le 
minimal est de 0.39”C et le maximal de 4.69”C. 

Pratiquement, les variations de la temperature Sur la Fig. 4 sont reprksentes la variation de la 
ambiante &ant negligeables en tours d’ex- tension V, ainsi que les thermogrammes expki- 
pkimentation, nous n’avons retenu que le flux : celui- mentaux et calcules des points Pl et P2. Les kcarts- 
ci est proportionnel au car-r+ de la tension d’ali- type correspondant a ces 2 points sont respectivement 
mentation de la resistance chaulfante. 3.19 et 1.03”C. On constate que la dynamique du 

Pour identifier les matrices d’entrke et de sortie, processus est t&s bien reproduite mais un kcart par 



492 R. Pmusrri et D. PETIT 

rapport au regime statique initial semble se propager 
sur l’ensemble de l’exptrience. Ci-dessous .nous 
proposons une methode d’affinement du modele en 
vue d’une meilleure concordance pour les regimes 
stationnaires. 

6. AFFINEMENT DU MODfiLE 

L’expkimentation de relaxation n’a mis en evidence 
que les modes ayant une incidence sensible sur le 
regime dynamique ; pour affier le modele elabore, en 
ayant de meilleures concordances pour les regimes 
permanents, on se propose d’adjoindre aux modes 
dominants identifies des modes induisant des “champs 
statiques residuels” correcteurs des regimes per- 
manents calcules. 

6.1. Analyse thborique 
On partitionne le vecteur &&tat en 2 vecteurs Xl 

et X2 correspondant respectivement aux n, modes 
identifies et aux nz modes adjoints. 11 en resulte le 
partitionnement suivant des diverses matrices : 

J=[Jgl J”zl G=[E;] 

L = ;; H= [Hl Hz]. (24) [I 
L’expkrimentation de relaxation permet l’identi- 

fication des matrices Jl et Hl; par des expki- 
mentations en regime stationnaire il s’agit done 
d’identifier les matrices G et H2, soit, L et H2. On 
s’interessera ensuite a la definition de la matrice 52. 

6.1.1. Identification des matrices L et H2. Avec les 
notations du paragraphe 51.2 : 

X=LU (25) 

Y = HlXl +H2X2. (26) 

La determination simultanke de Let I-U, au sens des 
moindres carres, est envisageable par une procedure 
iterative sur les resolutions de deux probkmes relevant 
de la programmation quadratique : les determinations 
de L connaissant H2 et de H2 connaissant L. Sup- 
posons ainsi connue la matrice L et done, les &tats 
correspondant a s regimes statiques ; en notant Hl,, 
(H2i) la i &me ligne de Hl (H2), l’equation (26), 
formulke pour la composante i de Y, peut s&ire : 

X2TH2: = Yi- Hl,,Xl. (27) 

Pour s regimes statiques (s 2 nz), la resolution, au 
sens des moindres car&, s’obtient d’apres : 

H2: = (j,X2kX2kTF’ 

x i X2k(Y;-Hl,,Xlk) . 
( 

(28) 
k-=1 > 

Connaissant L il est done possible de calculer suc- 

cessivement les lignes de la matrice H2. La matrice H 
&ant determinCe la demarche proposee en 5.1.2 
permet de calculer la matrice L. On doit toutefois 
remarquer ici que : 

(a) la procedure de determination de I-I2 interdit 
l’adjonction de plus de p modes (n2 < p) ; en (28) 
l’inversion de la matrice suppose son rang Cgal a n,, 
or: 

rang ($, X2kX2kT) 

= rang [L2($, (I”UkT)13’] < P (29) 

(b) les matrices L2 et H2 ne sont definies qu’a une 
matrice reguliere R p&s, puisque H2 R-’ et R L2 
sont egalement solutions ; pour kiter une divergence 
ntmk-ique on doit done imposer une sous matrice de 
L2, en supposant par exemple que (1 matrice unite) : 

L2 = [L21 L22] = [l L22]. (30) 

6.1.2. Choix de la matrice 52. Sous l’hypothese que 
la matrice Jl soit bien representative de la dynamique 
du systeme 6tudi6, trois types de choix sont encore 
possibles pour la matrice diagonale 52 : 

(a) 52 inlini : il s’agit d’adjoindre au vecteur d’ttat 
des composantes ayant une incidence sensible sur les 
regimes statiques mais correspondant a des modes 
trop rapides pour pouvoir Ctre identifies par l’expe- 
rimentation de relaxation ; dans ce cas : 

x2 = L2U. (31) 

L’inconvtnient de cette correction instantanke est 
que des discontinuitks dans les variations du vecteur 
de sortie Y sont previsibles lors de variations brutales 
du vecteur d’entree U. 

(b) 52 proche de 0: l’adjonction de modes 
lents, relativement aux modes dominants, peut Ctre 
interessante pour les systemes fonctionnant le plus 
souvent en regime statique ; lors dun transitoire entre 
deux de ces regimes statiques l’itat est ajuste en fin 
de transitoire suivant des constantes de temps tres 
supkieures a celles du sysdme. 

(c) 52 partie de Jl (nz < n,) : la correction est 
assume avec une dynamique qui est celle du systeme. 
De plus, si le nombre de modes adjoints est maximal, 
soit si nz = p, le choix pour 52 d’rme matrice extraite 
de Jl revient a se satisfaire du modele de dimension 
n, mais apres avoir allini une sous matrice Hl’ (dim. 
q,nz) de Hl (dim. q,nl) ; la matrice L2 (dim. pp) peut 
alors en effet itre choisie quelconque et en particulier 
&gale a une sous-matrice Ll’ de Ll, d’od des equations 
d’etat en fait preexistantes. Cette solution pksente 
l’avantage de ne pas augmenter la dimension du 
mod6le. Aprds permutation Cventuelle des com- 
posantes du vecteur d’Ctat on peut supposer 52 &gal 
Jl tronqd de ses demiers termes ; dans ce cas, en 
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Tableau 3 

d.d.p. (I’) c (“C) AT,, A T,in ATPI ATP2 

41 1.17 2.69 -0.01 2.53 0.09 
81 1.49 -2.92 0.03 -2.65 -0.59 

103 2.80 6.21 0.01 -4.79 1.10 

Tableau 4 

d.d.p. (V) 0 (“C) AT,,, AT,, ATPl ATP2 

41 0.58 0.97 0.13 0.97 0.28 
81 0.78 -1.06 -0.28 -0.47 -0.86 

103 0.48 0.57 0.38 -0.48 0.44 

2, (s-l) 

Tableau 5 

CT (“C) Omzar ~,I” aP1 oP2 

sans 2.08 4.62 0.39 3.19 1.03 
infini 2.07 4.19 0.53 3.62 0.83 
- l/3300 1.58 3.41 0.55 2.45 0.80 
- l/l47 0.94 1.50 0.56 1.42 0.63 
-l/330 0.76 1.23 0.44 0.52 0.65 

notant Hl’ et Hl” le partitionnement de Hl, si comme 
preconisi en (30) L2 = 1: 

Y = wl’+H2Ll’-’ Hl”]Xl. (32) 

6.2. Rkwltats expkrimentaux 
Le nombre de modes adjoints devant &tre inferieur 

ou Cgal au nombre d’entree (nz < p), nous ne pouvons 
adjoindre qu’un seul mode : le flux de chaleur applique 
a la plaque constitue l’unique entree. 

6.2.1. Correction des r&gimes statiques. Les resultats 
correspondants apparaissent dans le Tableau 4 od l’on 
retrouve les m&mes grandeurs que dans le Tableau 3. 
La comparaison de ces deux tableaux fait ressortir 
une tres nette amelioration. 

6.2.2. Tests en rkgimes dynamiques. Pour tester 
les diverses possibilites Btudiees au paragraphe 51.2, 
nous avons successivement retenu pour la troisitme 
valeur propre (en s-‘) : 

A3 infini 
& = -l/3300 (negligeable par rapport aux 2 

modes dominants) 
a, = 1, = -l/330 
I3 = 12 = -l/147. 

Les resultats, sous forme &&carts-types, sont 
consign&s dans le Tableau 5. Pour permettre la 
comparaison, nous avons Bgalement fait figurer, 
sur la premiere ligne, les valeurs correspondant au 
modtle sans mode correcteur. 

Parallelement, nous presentons sur les Figs. 5-8 les 
thermogrammes expkrimentaux des points Pl et P2 
confront&s a ceux issus du modele avec adjonction du 
mode correcteur correspondant. 

FIG. 5. Points Pl et P2: thennogrammes ex&imentaux et 
thboriques avec 1, intini. 

3OOOW 

Temps 1s) 

FIG. 6. Points PI et P2 : thermogrammes exptrimentaux et 
theoriques awe 1, quasi-nul. 

Sur l’ensemble de ces risultats, il apparait nettement 
que : 

(a) l’adjonction d’un mode est efficace pour 
retrouver le regime stationnaire initial (Fig. 5 a 8), 

(b) la correction As intini induit, comme p&u, 
des discontinuites aux instants correspondant aux 
variations de type echelon de la commande (Fig. 5), 

(c) la correction & quasi-nul Climine les dis- 
continuites mais traduit incorrectement la succession 
rapide des differents echelons d’entrke (Fig. 6), 

(d) la correction A9 = ,I2 accroit sensiblement la 
contribution Cnergetique [9] de la seconde constante 
de temps relativement a celle de la premiere, d’ou 
la dynamique trop marquee des thermogrammes 
theoriques (Fig. 7), 

(e) la correction A3 = II est la plus satisfaisante 
(Fig. 8) et permet en outre de ne pas augmenter la 
dimension du modtle (cf. section 6.1.2(c)). L’equation 
d’etat (22) est conservee, l’equation d’observation, 
exprimee pour les seuls points Pl et P2, devient : 

13.48 - 1.658 
Y= 

38.12 1.811 1 x. (33) 

L’equation d’btat (dim. 2) et l’bquation (33), for- 
mulee pour les 50 points, constituent la representation 
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FIG. 7. Points PI et P2 : therrnogrammes exp&imentaux et 
thboriques avec 1, = 1,. 

I 
300 

I I 
300 600 SC0 ,200 I5cc IECO 

Temps (S 1 

FIG. 8. Points Pl et P2: thermogrammes expirimentaux et 
theoriques avec I 3 = 1 I. 

d’Btat affinke, dans la base modale, qui conduit aux 
meilleurs rksultats. 

7. CONCLUSION 

La reprksentation d’ttat dans la base modale cons- 
titue une forme canonique particulikrement intC- 
ressante et qui, de plus, se p&e bien B l’identification. 
Nous avons montrk comment une expkrimentation de 
type relaxation, associke B des essais en rkgime 
statique, pouvait permettre cette identification. Nous 
avons Cgalement propost: une mkthode d’affinement 
du modkle identifik par adjonction de modes 
correcteurs des rksultats correspondant aux rkgimes 
stationnaires. 

La dkmarche d&rite a Ctk appliquke B un systkme 
tbermique $ paramktres r&part& observk par thermo- 
graphie IR; il en a rksultk un modtle trks simple et 
pourtant capable de d&-ire avec une bonne prkcision 
l’kvolution d’un champ de tempkrature. Remarquons 
ici qu’un modtle de connaissance aurait conduit I des 
rkultats probablement moins satisfaisants, en raison 
par exemple de la grande complexit de la mod& 
lisation des “effets de bords” : l’identification permet 
d’kviter la description fine de tous les phknomknes 
thermo-physiques, notamment au niveau des con- 
ditions limites toujours ma1 connues. Le modtle de 

connaissance, obtenu par exemple par une mtthode 
de type diffkences finies, aurait d’autre part prksentk 
un ordre beaucoup plus ClevC (correspondant g la 
discrktisation spatiale mise en oeuvre) ; l’obtention 
d’un modkle d’ordre rkduit, notamment de type 
modal, est toutefois envisageable en mettant en oeuvre 
des techniques de rkduction, par exemple la mkthode 
d’agrkgation [9, lo]. 

La mkthode est fondle sur la possibilitk d’ex- 
pkrimentations simples relativement ?i celles requises, 
par exemple, par l’analyse harmonique. Cependant, 
de telles exptrimentations sont quelquefois impos- 
sibles suivant le systi?me ttudik et l’approche proposke 
n’est alors plus applicable ; on peut dans ce cas 
envisager l’ttude dynamique lors d’une excitation a 
priori quelconque (mais spectralement riche) et 
l’identification directe des diffkrents paramktres 
de la reprksentation modale, par un algorithme 
d’optimisation non linkaire. La difficultk est alors le 
grand nombre d’inconnues quand l’observation 
Porte sur un champ de tempkature. 

L’Ctude prtsentCe nous a conduit g mettre au point 
un code de calcul adapt6 g l’identification directe de 
“modtle rkduit” de sysdmes lintaires complexes. 
L’association de cet outil num&ique & un outil expkri- 
mental puissant, la thermographie IR, devrait &tre 
particulikrement intkressante pour des applications de 
type cont&le-commande d’un champ de tempkrature ; 
un avantage important d’un modkle lirkaire de faible 
dimension r&side en effet dans la possibilitt: de son 
exploitation immkdiate par les automaticiens. 
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2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 
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ANNEXE 

En notant : 

Ku les termes de la matrice K 
Z, l’exponentielle de la i dme valeur propre 
?, la i eme composante du vecteur Y 
r le nombre de mesures par thermogramme 
k le numero de la mesure (indice temporel) 

a l’kquation matricielle (8) correspond un ensemble de r * q 
egalites de la forme : 

Yi(k) = E K,i/zl’“’ + Fp (Al) 
j-1 

En notant A Y,(k) l’kcart entre la mesure effect&e, au point 
i et a l’instant k, et la valeur correspondante pour le module, 
on introduit le crittre quadratique C : 

C = ‘f C, avec Ci = i A’Y,(k). (A2) 
i= I k-= 1 

On se propose d’estimer le paramttre n en incrementant la 
dimension m de Z jusqu’a ce que : 

C(m) u C(m+ 1) (alors n = m) (A3) 

avec 

[Z, K, q(m) = arg (mm C(m)). (A4) 

Les equations (A3) et (A4) signifient que pour chaque 
valeur de m il faudra resoudre un probkne d’optimisation 
(non convexe) dont [Z, K, n sont solutions. On doit a priori 
remarquer que : 

(a) connaissant Z de dimension m, chaque composante ?, 
du vecteur P et chaque ligne K,. de la matrice K peut Btre 
independamment dtterminC par la minimisation du crit&re 
ci; 

(b) le domaine de resolution est, dans l’espace de dimen- 
sion m, cubique : 0 < Z, < 1 car la fonction exponentielle est 
positive et que les valeurs propres sont r&elks negatives ; 

(c) si en (Al), t’(k) = t(k)/8 et Z; = Zja, alors: 

Z(W = z;w 
I (AS) 

Pour chaque valeur de m, nous avons mis en oeuvre une 
mtthode de descente operant alternativement dans le sous- 
espace des Z,, exponentielles aux valeurs propres, puis dans 
ceux des lignes de la matrice K et des composantes de 9; 
mais, d’apres (a), tout se passe comme si la fonctionnelle a 
minimiser n’etait fonction que du vecteur Z. Sag&ant alors 
de programmation quadratique la solution drifie le systeme 
d’tquations lintaires : 

avec 

rl z4r) . . . z:~)I 

w = . . . . . . . . . . . . . y,;j, ,.. Z.) I (A7) 

Soit z(m - 1) la solution recherchk pour une dimension 
m - 1 de Z ; on pro&de d’abord, “partant” de z(rn - I), par 
minimisation unidirectionnelle suivant la composante que 
l’on veut adjoindre en annulant (m&ode des dichotomies 
successives) aC(m)/az,. Soit Z(m) le point ainsi obtenu; 
“partant” de Z(m) on recherche z(m) en appliquant un 

algorithme classique de PNL, la mithode des gradients con- 
jug&s [8], qui, comme beaucoup de methodes non heu- 
ristiques, nkcessite la connaissance du gradient du critere 
C; la d &me composante de ce vecteur est calculable, sans 
l’approximation consistant a nbgliger la dependance de K et 
P avec Z, d’aprbs les relations : 

aclaz, = i aqaz, 
i- I 

ac,/az, = C 20(k) a yi(k)/azd 649) 
k=l 

a y,(kyaz, = a fijazd + i aiq,/az,zp 
I= I 

+KtiZ$k)- ‘t(k) (AIO) 

a z 
[ II az,=(wwy' aw az, 

Yiijl) 

1. (‘[ 1 Y&l 

K -aww az, G 

i [ I> . (All) 

(AlO) et la relation matricielle (Al 1) ont respectivement 
Ctt obtenues par derivation de (Al) et (A6). La prise en 
compte de la constrainte (c) peut s’effectuer par simple pro- 
jection sur le domaine des points successivement engendrts 
par l’algorithme de minimisation. La proprietk (d) permet 
d’kviter de manipuler des exposants tlevb et de “s&parer” 
les composantes de Z. 

Signalons ici que d’autres approches, mettant en oeuvre 
les techniques du calcul operationnel, sont egalement 
possibles [ll]. 

Dans l’exemple trait& ci-dessous est mis en evidence la 
precision de la determination des constantes de temps, en 
regard des imprkisions de “mesure”. Comme mesures on a 
consider& 8 fonctions bruit&es (de man&e albatoire gaus- 
sienone) simulant des dkcroissances de temperature, 100 g 
150°C jusqu’$ quelques dizaines de degres ; ces fonctions sont 
des combinaisons lineaires de 5 exponentielles de constantes 
de temps (en secondes) [20,80,2OO, 240,3OO]. Pour l’un de 
ces thennogrammes, on a par exemple : 

T(t) = 70- lOe- r/20+ 15e-w+30e-w10 

_25e-~/240+35e-“‘00. 

(1) Bruit nul : 
Les &carts-types obtenus (en “C), on fonction de m, sont : 

o(m = 1) = 1.38, u(2) = 0.385, a(3) = 0.052, 

u(4) = 0.0085, u(5) = 0.75 lo-‘. 

Pour le thermogramme prkkdent on a trouve (m = 5) : 
T(t) = 70.00- 10.00e-“20000+ 15.00e-“*0.000 

+30.11e-‘/200.07_25.16e-“2’9.97+35,05e-~/299.96. 

(2) Bruit caracterisb par un &art-type de 0.5”C et une 
valeur moyenne nulle : 

Pour m = 3 on parvient au “bruit de mesure”; on a les 
rktltats : 

u(m = 1) = 1.49, u(2) = 0.641, u(3) = 0.512~0.5 

T(t) = 70.12-9.81e-“‘7.2’8 
+15.78e-,,r!%050+38 4&-,,264.00 

On constate que les deux petites constantes de temps ont 
et& conservbs et que les trois plus grandes ont et& regroup&es ; 
l’identification a ainsi conduit a une “reduction” [9, lo]. 
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MODAL ANALYSIS OF A THERMAL DIFFUSION PROCESS: IDENTIFICATION BY 
INFRARED THERMOGRAPHY 

Abstract-The interest of the state representation, on the eigenvectors basis, for distributed linear thermal 
systems is pointed out. An identifi~tion procedure for such a rep~n~tion is proposed, using (i) the 
system response analysis during the transition from a thermal excited state to a stationary state and (ii) 
the results of different stationary experiments. The theoretical approach is applied to a thermal diffusion 
process, the surface temperature field being measured by infra-red thermography. The identified model, 
very low dimensioned, gives accurate results for the evolution of this temperature field during a transient 

experiment. 

ANALYSE EINES WARMELEITVORGANGS MIT HILFE DER INFRAROT- 
THERMOGRAFIE 

Zusanunenfassung-Auf die Darstelhmg des Zustandes von verteilten linearen thermischen Systemen 
mit Hilfe von Eigenvektoren wird hingewiesen. Eine Methode zur Bestimmung dieser Darstellung wird 
vorgeschlagen, welche die Syst~antwort beim ~~rgang von einem angere~en in einen station&en 
Zustand sowie die Ergebnisse verschiedener Versuche unter station&n Bedingungen verwendet. Der 
theoretische Ansatz wird auf einen Wiirmeleitvorgang angewendet, bei dem die OberlIiichentemperaturen 
mit Hilfe einer Infrarotkamera bestimmt werden. Das stark verkleinerte Model1 erlaubt die genaue Bestim- 

mung des Temperaturfeldes wiihrend eines instationlren Versuchs. 

Asmwauu-GrMeueua ~arwrumuaacn renrreritma a npencraanemiso cocro& pacnpejwremibrx ren- 
JIOBIsIX CHcTeM c nOMOll(bl0 co6cTBeHHbIx E.eKTopoe.npenJIoxeHa Meromixa mem*mwn raxoro 

npencrasneiwn+~ommn, so_n~~~~~a~~9y~~~~~~~~e~r~np~nrpexonco~~en- 

noBor 3036yxnemoro P cJamsoHapXoMy cocroaIimo ri, eo-BTopbIX$ xa anonym pe3yJIbTaTOB 

paamrwrbtx crauuosrapnux 3KctIepuxcri~OB. %OT TeOpeTHVecnffa !@XOA RcIIQnb30~ Upii paochsorpe- 
HHH npouecca TeMOBO& rmrQnDy3mi. ripmet TehmepaTypiioe none noaepxsmm H3Mepmccb ~ezo~ohf 

m@aapacxol ~ep~orpa&m. llpowpseh4an Moaenb meT Towfoe onmame pacnpeaefiema rehtnepa- 
ryp etfeycraiioam~~e~cnpemi~e. 


